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ΘΕΜΑ Α 
Α1. Σχολικό Βιβλίο Σελ.186 
Α2. Σχολικό Βιβλίο Σελ.142 
Α3. Σχολικό Βιβλίο Σελ.161 
Α4. α) Σ β) Σ γ) Σ δ) Λ ε) Λ 
 
ΘΕΜΑ Β 
B1.Ισχύει ότι ∶ 𝑥 ∈ 𝐴𝑔 και g(x) ∈ 𝐴𝑓 , δηλαδή 𝑥 ≥ 0 𝜅𝛼𝜄  

𝑥 ≤ 1. Ά𝜌𝛼 𝛢ℎ = [0,1], 𝜇𝜀  h(x) = (fog)(x) = 𝑥2 − 2𝑥 + 1 = 
(𝑥 − 1)2  .  
Β2. h′(x) = 2x − 2 < 0 𝛾𝜄𝛼 𝑥 ∈ [0,1] , οπότε η h είναι γνησίως 
φθίνουσα, 1-1 και αντιστρέψιμη. Υπολογίζουμε Σύνολο Τιμών της h 
που είναι το Πεδίο Ορισμού της αντίστροφης συνάρτησης.  
𝐴ℎ−1 = f(𝐴ℎ) = [ℎ(1), ℎ(0)] = [0,1]  . Ισχύει ℎ(𝑥) = 𝑦   (𝑥 − 1)2 =

𝑦 …  𝑥 = 1 − √𝑦. Οπότε , 𝑓−1(𝑥) = 1 − √𝑥, 𝑥 ∈ [0,1]. 

Β3.  
i. Αρκεί να δείξουμε ότι η φ είναι συνεχής στο [0,1] και 𝜑(0) ≠

𝜑(1).  Η φ είναι συνεχής στο [0,1] ως πράξεις συνεχών 
συναρτήσεων. Ελέγχουμε για x=1, 

lim
𝑥→1−

1−√𝑥

1−𝑥
= lim

𝑥→1−

(1−√𝑥)(1+√𝑥)

(1−𝑥)(1+√𝑥)
= ⋯ =

1

2
= 𝜑(1).  Άρα φ συνεχής 

στο 1. Επίσης, φ(0)=1 και φ(1)=
1

2
 , οπότε ισχύει το Θ.Ε.Τ. και 

υπάρχει τουλάχιστον ένα 𝑥0 ∈ (0,1) τέτοιο ώστε 𝜑(𝑥0) = 𝜂, με 

𝜂 ∈ (
1

2
, 1). 

ii. 
𝜋

6
< 𝛼 <

𝜋

2
=> 𝜂𝜇

𝜋

6
< 𝜂𝜇𝛼 < 𝜂𝜇

𝜋

2
 , διότι ημα γνησίως αύξουσα 

και α∈ (0,
𝜋

2
). Οπότε,  

1

2
< 𝜂𝜇𝛼 < 1. Άρα από Θ.Ε.Τ. υπάρχει 𝑥0 ∈

(0,1) τέτοιο ώστε 𝜑(𝑥0) = 𝜂𝜇𝛼. 



 

 

 
ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Ισχύει  ότι η f έχει την μορφή 𝑓(𝑥) = {
−2𝑥 + 𝑐1, 𝑥 < −1

𝑥3 − 𝑥 + 𝑐2, 𝑥 > −1
 

 
Όμως f(0)=0 άρα c2=0 άρα 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥, 𝑥 > −1 
 
Επιπλέον f συνεχής στο R άρα θα ισχύει  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1−

𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1+

𝑓 (𝑥) = 𝑓(−1) 

 
𝑙𝑖𝑚

𝑥→−1+
(𝑥3 − 𝑥) = 0, ά𝜌𝛼𝑓(−1) = 0 𝜅𝛼𝜄 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−1−
(−2𝑥 + 𝑐2) = 0 ⇔ 𝑐2 = −2 

 
Τελικά, 𝑓(𝑥) = −2𝑥 − 2, 𝑥 ≤ −1𝜅𝛼𝜄𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥, 𝑥 > −1 

 
 
Γ2. Η εφαπτομένη για x0>-1 έχει την μορφή 𝑦 − 𝑓(𝑥0) = 𝑓′(𝑥0)(𝑥 −
𝑥0), η οποία τέμνει τον y’y στο (0,-2), οπότε −2 − 𝑓(𝑥0) = 𝑓′(𝑥0)(0 −
𝑥0)  … 𝑥0 = 1. Άρα , η εφαπτομένη γίνεται 𝑦 − 𝑓(1) = 𝑓′(1)(𝑥 −
1)  𝑦 = 2𝑥 − 2. 
 Γ3.  
Τα σημεία τομής της ε με x’x άξονα είναι το (1,0) και με y’y άξονα είναι 

το (0,-2) 

 

 

Έστω M(x,y),με  𝑦(𝑡) = 2𝑥(𝑡) − 2, 𝑥(𝑡0) = 3, 𝑦(𝑡0) = 4, 𝑥′(𝑡0) = 2, 𝐸′(𝑡0) =; 

𝐸(𝑡) =
[(𝑥(𝑡)−2)𝑦(𝑡)]

2
=

[(𝑥(𝑡)−2)(2𝑥(𝑡)−2)]

2
= [2𝑥2(𝑡) − 6𝑥(𝑡) + 4]/2, 𝐸′(𝑡) =

4x(𝑡)x′(𝑡)−6x′(𝑡)

2
  

 

Άρα, 𝐸′(𝑡0) =
4∗3∗2−6∗2

2
= 6 𝜇𝜊𝜈 𝑠𝑒𝑐⁄ . 

 



 

 

 

 

Γ4. lim
𝑥→−∞

[
𝜂𝜇𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)
+

𝑓(−𝑥)

1−𝑥3
] = lim

𝑥→−∞
[

𝜂𝜇(−2𝑥−2)

−2𝑥−2
+

2𝑥−2

1−𝑥3
] = 0,   𝛿𝜄ό𝜏𝜄  

 
• Θέτω 𝑢 = −2𝑥 − 2, 𝜊𝜋ό𝜏𝜀 𝑢0 = lim

𝑥→−∞
(−2𝑥 − 2) =

+∞. Ά𝜌𝛼, lim
𝑥→+∞

𝜂𝜇𝑢

𝑢
= 0(από κριτήριο παρεμβολής) 

• lim
𝑥→−∞

2𝑥−2

1−𝑥3
= lim

𝑥→−∞

2𝑥

−𝑥3
= 0 

 
ΘΕΜΑ Δ 
Δ1. 

i. f συνεχής στο (0, +∞) ως διαφορά συνεχών 
συναρτήσεων. Επίσης, f παραγωγίσιμη στο (0, +∞)  ως 
διαφορά παραγωγίσιμων συναρτήσεων. Ισχύει ότι 

𝑓′(𝑥) =
𝑥−1

𝑥
 και 𝑓′(𝑥) > 0 𝛾𝜄𝛼 𝑥 ∈ [1, +∞), 𝑓′(𝑥) <

0 𝛾𝜄𝛼 𝑥 ∈ (0,1] .Οπότε η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο 
f(1)=1-ln3<0. Ακόμη , lim

𝑥→0+
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→0+
(𝑥 − ln(3𝑥)) =

0 − (−∞) = +∞, lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 (1 −
𝑙𝑛3𝑥

𝑥
) =

+∞(1 − 0) = +∞, 𝛿𝜄ό𝜏𝜄  lim
𝑥→+∞

𝑙𝑛3𝑥

𝑥
= 0(𝛼𝜋𝜊 𝐷𝐿𝐻). 

Βρίσκουμε Σύνολο Τιμών για την f : f συνεχής και 
μονότονη σε καθένα από τα διαστήματα (0,1] και [1, +∞), 

οπότε 𝑓((0,1]) = [1 − 𝑙𝑛3, +∞), 𝑓((1, +∞)) = (1 −

𝑙𝑛3, +∞). Το 0 ανήκει σε καθένα από τα δύο διαστήματα, 
και λόγω μονοτονίας, η f έχει ακριβώς δύο ρίζες. 

ii. f ′′(x) =
1

𝑥2
> 0, ά𝜌𝛼 𝑓 𝜅𝜐𝜌𝜏ή 𝛾𝜄𝛼 𝜅𝛼𝜃𝜀 𝑥 > 0. 

 
Δ2. Ισχύει ότι : 𝑥1 < 𝑥 < 1 => (f ↓) 𝑓(𝑥1) > 𝑓(𝑥) και 1 < 𝑥 < 𝑥2=>  
(f ↑)  𝑓 (x)<f( 𝑥2) = 0 . Οπότε , f(x)<0 για 𝑥 ∈ [𝑥1, 𝑥2].  Άρα, 𝛦 =

− ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = −
𝑥2

𝑥1
∫ (𝑥 − 𝑙𝑛3𝑥)𝑑𝑥 =

𝑥2

𝑥1
− ∫ 𝑥𝑑𝑥 + ∫ 𝑙𝑛3𝑥𝑑𝑥 =

𝑥2

𝑥1

𝑥2

𝑥1

− [
𝑥2

2
]

𝑥2

𝑥1
+ [𝑥𝑙𝑛3𝑥]

𝑥2

𝑥1
− ∫ 𝑥

3

3𝑥
𝑑𝑥 = ⋯ =

1

2
(𝑥2 − 𝑥1)(𝑥2 + 𝑥1 − 2)

𝑥2

𝑥1
 

𝒇(𝒙𝟏) = 𝟎 𝐥𝐧(𝟑𝒙𝟏) = 𝒙𝟏 και 𝒇(𝒙𝟐) = 𝟎 𝐥𝐧(𝟑𝒙𝟐) = 𝒙𝟐 

Δ3.  Ε > 0  
1

2
(𝑥2 − 𝑥1)(𝑥2 + 𝑥1 − 2) > 0  ( 𝑥2 − 𝑥1 > 0)   (𝑥2 +

𝑥1 − 2) > 0   2 − 𝑥1 < 𝑥2 . Ισχύει 𝑥1 < 1 𝜅𝛼𝜄 2 − 𝑥1 > 1 , άρα 1 <
2 − 𝑥1 < 𝑥2 και f↑ άρα 𝑓(2 − 𝑥1) < 𝑓(𝑥2) = 0. 
 Δ4. Ισχύει ότι 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(1) = 1 − 𝑙𝑛3( 𝜏𝜊 = 𝜄𝜎𝜒ύ𝜀𝜄 𝛾𝜄𝛼 𝑥 = 1).  Η 
εφαπτομένη της γραφικής της f στο (𝑥2, 𝑓(𝑥2)) έχει την μορφή  



 

 

𝑦 − 𝑓(𝑥2) = 𝑓′(𝑥2)(𝑥 − 𝑥2) 𝑦 =  𝑓′(𝑥2)(𝑥 − 𝑥2) . 
Η f είναι κυρτή στο (0, +∞), άρα 𝑓(𝑥) ≥  𝑓′(𝑥2)(𝑥 − 𝑥2)(το = για 𝑥 =
𝑥2 ≠ 1) (1) και 𝑓(𝑥) ≥ 1 − 𝑙𝑛3 (2) 

 Προσθέτουμε κατά μέλη τις σχέσεις (1),(2) και βγαίνει το ζητούμενο  

2𝑓(𝑥) + 𝑙𝑛3 > 1 +  𝑓′(𝑥2)(𝑥 − 𝑥2) 
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Αντώνης Μαλλιαράκης 

Ρένια Φαρσάρη 


