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ΘΕΜΑ Β 

Β1. ( ) h g h

1 x
Α x Ag  και g x A 1 x 1  και  0

1 x

− 
=   = −    

+ 
 

( )( ) 2 21 x
0 1 x 1 x 0 1 x 0 x 1 x 1 1 x 1

1 x

−
  − +   −       −  

+
 

Άρα ( )h gΑ 1,1= −   επομένως ( )( ) ( )( ) ( )
1 x

h g x h g x ln ,x 1,1
1 x

−
= =  −

+
 

Β2. 

(α) Για να δείξουμε ότι η  ( ) ( )
1 x

f x ln ,x 1,1
1 x

−
=  −

+
 αντιστρέφεται  θα 

αποδείξουμε ότι  είναι 1-1.  
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Έστω ( )1 2x ,x 1,1 −  με ( ) ( )1 2f x f x=  τότε  

( )( ) ( )( )1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2

1 x 1 x 1 x 1 x
ln ln 1 x 1 x 1 x 1 x

1 x 1 x 1 x 1 x

− − − −
=  =  − + = + − 

+ + + +
 

2 1 1 2 2 1 1 2 1 2 1 21 x x x x 1 x x x x 2x 2x x x + − −  = − + −   =  =  

 

Άρα η f  είναι 1-1 επομένως αντιστρέφεται . 

 

(β) Θα λύσουμε την εξίσωση  ( )f x y , 1 x 1= −     ως προς x για να βρούμε την 

αντίστροφη της f .   

( ) y y y y y1 x 1 x
f x y ln y e 1 x e xe 1 e x xe

1 x 1 x

− −
=  =  =  − = +  − = + 

+ +
 

( )
y

y y

y

1 e
1 e x 1 e x , y

1 e

−
 − = +  = 

+
R  

 αφού 

y
y y y

y

1 e
1 1 1 e 1 e 1 e

1 e

−
−    − −  −  +

+
 το οποίο ισχύει  για κάθε yR  

Άρα  ( )
x

1

x

1 e
f x ,x

1 e

− −
= 

+
R  

Β3. Η εξίσωση εφαπτομένης δίνεται από τον τύπο : ( ) ( ) ( )( )1 1y f 0 f 0 x 0− − 
− = −  

Όπου ( )1f 0 0− =  ενώ ( ) ( )
( )

x
1

2
x

2e
f x

1 e

− −
=

+
  και ( ) ( )1 1

f 0
2

− 
= −  

Άρα ( )
1 1

y 0 x 0 y x
2 2

− = − −  = −  

 

Β4. ( )
x

1

xx x

1 e 1 0
lim f x lim 1

1 e 1 0

−

→− →−

− −
= = =

+ +
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( )

x

x x x
1

xx x x x
x

xx

1 1e 1 1
1 e 0 1e elim f x lim lim lim 1

111 e 0 1
1e 1

ee

−

→+ →+ →+ →+

 
− − − − = = = = = −

+ + 
++ 

 

 

ΘΕΜΑ Γ  

Γ1. Αφού η ( )
x

3

e α           ,     x 0
f x

x βx β  ,     x 0

 + 
= 

+ + 

  παραγωγίσιμη στο R  θα είναι και 

συνεχής  επομένως : ( ) ( ) ( )
x 0 x 0
lim f x lim f x f 0

− +→ →
= =  άρα  1 α β+ =  

 

Από την παραγωγισιμότητα της f  προκύπτει ότι 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

x 0 x 0

f x f 0 f x f 0
lim lim f 0

x 0 x 0− +→ →

− −
= =

− −
 

 

• 
( ) ( ) ( )

( )
23 3

2

x 0 x 0 x 0 x 0 x 0

x x βf x f 0 x βx β β x βx
lim lim lim lim lim x β β

x 0 x x x− − − − −→ → → → →

+− + + − +
= = = = + =

−
 

• 
( ) ( ) x x x

x 0 x 0 x 0 x 0

f x f 0 e α β e β 1 β e 1
lim lim lim lim 1

x 0 x x x+ + + +→ → → →

− + − + − − −
= = = =

−
 

Διότι το όριο 

x

x 0

e 1
lim

x+→

−
 είναι η παράγωγος της συνάρτησης 

xe  στο σημείο x 0=  

 

Άρα β 1=  και από την σχέση 1 α β+ =  παίρνουμε ότι α 0=  

 

Γ2. Αφού το σημείο ( )Μ x,y ,x 0  κινείται πάνω στην fC  ισχύει  

( ) ( ) ( )3y t x t x t 1= + +  

 

Άρα ( ) ( ) ( ) ( )2y t 3x t x t x t  =  +   για 0t t=  ισχύει ( )0x t 1= −   και ( )0y t 1= −  

Επομένως  : ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0y t 3 x t x t y t 4 x t    =  +  =   

 

ΚΥΚΛΟΣ ΓΑ
ΖΙ Η

ΡΑΚΛΕΙΟ
Υ



 

ΟΜΟΣΠΟΝΔΙΑ ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΙΚΩΝ ΦΡΟΝΤΙΣΤΩΝ ΕΛΛΑΔΟΣ (Ο.Ε.Φ.Ε.) – ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2024 
A΄ ΦΑΣΗ 

Ε_3.Μλ3ΘΟ(α) 

 

 
ΤΑ ΘΕΜΑΤΑ ΠΡΟΟΡΙΖΟΝΤΑΙ ΓΙΑ ΑΠΟΚΛΕΙΣΤΙΚΗ ΧΡΗΣΗ ΤΗΣ ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑΚΗΣ ΜΟΝΑΔΑΣ ΣΕΛΙΔΑ: 4 ΑΠΟ 8 

 

Γ3. (i) Η εξίσωση ( )
1

f x
x

=  είναι η  
x 1

e
x

= ,  αφού θέλουμε να έχει μοναδική 

πραγματική ρίζα ( )ρ 0, +  

Θεωρώ την συνάρτηση ( ) x 1
g x e

x
= −  με πεδίο ορισμού ( )Α 0,= +  

Για οποιαδήποτε ( )1 2x ,x 0, +  με 1 2x x  έχουμε  

 

( ) ( )

1 2 1 2

1 2

x x x x

( )
1 2 x x

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

e e e e
x x 1 1

e e g x g x1 1 1 1
x x x x

x x x x

+
  

  
   −  −    

 −  −  
 

   

 

Άρα η g  είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής άρα το σύνολο τιμών της είναι  

( ) ( ) ( )( ) ( )
xx 0

g A lim g x , lim g x ,
+ →+→

= = − +  

 

Ο αριθμός 0 ανήκει στο σύνολο τιμών της g  άρα υπάρχει ( )ρ 0, +  ώστε 

( ) ( ) ( ) ρ1 1 1
g ρ 0 f ρ 0 f ρ e

ρ ρ ρ
=  − =  =  = , το ρ  μοναδικό αφού η g είναι 

γνησίως αύξουσα άρα και 1-1.  

 

(ii) Έστω ( )( )0 0Α x ,f x  σημείο της fC  με 0x 0 , επομένως κινείται στο κλάδο 

( ) xf x e ,x 0=   

Η  εξίσωση εφαπτομένης της  f  στο Α  είναι : ( ) ( )( )0 0 0y f x f x x x− = −  

            Η εφαπτομένη διέρχεται από το σημείο ( )Μ 1,1−  όταν  

               ( ) ( )( )0 0 01 f x f x 1 x− − = − −   

 ( )0 0 0 0 0 0 0x x x x x x x

0 0 0

0

1
1 e e 1 x 1 e e e x 1 e x e

x
− − = − −  − − = − −  − = −  =  

Η τελευταία ισότητα ισχύει μόνο  για  το 0x ρ,ρ 0=  , άρα υπάρχει μοναδική 

εφαπτομένη . 
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Γ4.

( ) ( )
( )

( )
( )

3

3

x x 1 3f x

x x 1 3

x xx x x

e ημ x x 1e ημf x 1
lim lim lim e ημ x x 1

f x 2 e 2 e 2

+ +

+ +

− −→− →− →−

 + +  
= =   + + 

− + + + 

 

Ισχύει 
xx

1
lim 0

e 2−→−
=

+
  διότι  

x x

x

x

1
e

e
lim lim
→− →−

− = = +  (αφού 
x

xe 0lim
→−

=  και 
xe 0

) 

Θέτουμε 
3u x x 1= + +  άρα ( )3 3

0
x x x

u lim u lim x x 1 lim x
→− →− →−

= = + + = = −  u

u
lim e 0
→−

=   

Άρα  ( ) ( ) ( )( )
3x x 1

3 3

xx x

e
lim ημ x x 1 lim h x ημ x x 1

e 2

+ +

−→− →−

 
 + + =  + +  + 

  

Όπου  ( )
3x x 1

x

e
h x

e 2

+ +

−
=

+
 και ( )

x

h x 0lim
→−

=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3h x ημ x x 1 h x ημ x x 1 h x + +   + +   

Άρα ( ) ( ) ( ) ( )3h x h x ημ x x 1 h x−   + +   και επειδή ( )
x

h x 0lim
→−

=  από κριτήριο 

παρεμβολής 

( ) ( )
( )

f x

x

e ημf x
lim 0

f x 2→−


=

− +
 

 

ΘΕΜΑ Δ  

Δ1. Για κάθε  x 0,4  έχουμε  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2
2

     f x 2f x 4 x 2 x 2

f x 2f x 4 x 4 x 2 x 2 4 x

+ − = −

 + − + − = − + −

( )( ) ( )( )
2 2

f x 4 x 2x 4 4 x f x 4 x x + − = − + −  + − =     

           ( )f x 4 x x + − = (1)   

Θέτουμε ( ) ( )φ x f x 4 x= + − , με  x 0,4  

Βρίσκουμε τις ρίζες της ( )φ x  
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( ) ( )
(1)

φ x 0 φ x 0 x 0 x 0=  =  =  =  

Άρα η συνάρτηση  ( )φ x  μηδενίζεται στο x 0=  και επειδή είναι συνεχής 

διατηρεί πρόσημο στο ( 0,4  

 

Η  f  είναι γνησίως αύξουσα και ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θεωρήματος 

Bolzano στο διάστημα  1,3   άρα ( ) ( )f 1 f 3 0   και επειδή είναι γνησίως 

αύξουσα ( ) ( )f 1 f 3  επομένως ( )f 1 0  ενώ ( )f 3 0  

 

Επομένως ( ) ( ) ( )φ 3 f 3 4 3 f 3 1 0= + − = +   και λόγω διατήρησης προσήμου 

( )φ x 0  για κάθε  x 0,4  με την ισότητα να ισχύει μόνο για x 0=  

Άρα από την σχέση (1) προκύπτει ( ) ( )f x 4 x x f x x 4 x+ − =  = − − , 

 Α 0,4=  

 

Η  f συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  Α 0,4=  άρα 

( ) ( ) ( )  f A f 0 ,f 4 2,2=   = −   

 

Δ2. Θεωρώ την συνάρτηση ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  xh x f x g x h x f x e ,x 0,4−= −  = −   

 

Θα αποδείξουμε ότι η εξίσωση ( )h x 0=  έχει μοναδική ρίζα στο   Α 0,4=  και 

θα βρούμε το πρόσημό της .  

Έστω 1 2x ,x A  με 1 2x x   

 

( ) ( )
f  γνησίωςαύξουσα

1 2 1 2x x f x f x   (2)  

1 2 1 2x x x x

1 2 1 2x x x x e e e e
− − − −

 −  −   −  −  (3)  

Με  πρόσθεση κατά μέλη των (2),(3) προκύπτει  ( ) ( )1 2h x h x  άρα η h είναι 

γνησίως αύξουσα .  
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Η h συνεχής στο  0,4   και ( ) ( )h 0 h 4 0   αφού ( )h 0 3 0= −   και 

( ) 4h 4 2 e 0−= −   

Άρα από θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον ( )0x 0,4  τέτοιο ώστε  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0h x 0 f x g x 0 f x g x=  − =  =  

Το 0x  μοναδικό αφού η h γνησίως αύξουσα.  

Για την σχετική τους θέση έχουμε :  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0f x g x f x g x 0 h x 0 h x h x x x  −         

Άρα για κάθε ( 0x x ,4   η fC   πάνω από την 
gC   

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0f x g x f x g x 0 h x 0 h x h x x x  −         

 

Άρα για κάθε  )0x 0,x  η fC  κάτω από την 
gC    

Δ3. ( ) ( ) ( )( ) ( )xf e f x 4 f x 2f x 4−  + −  −
  

 , ισχύει ( ) ( )f x 4 f x 0+ −   άρα  

( )
( )

( ) ( )( )
x 2f x 4

f e
f x 4 f x

− −


+ −
 

 και επειδή για κάθε ( )x 2,4  ( ) ( )f x 4 f x 0− −    έχουμε  

( )
( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
x

2f x 4 f x 4 f x
f e

f x 4 f x f x 4 f x

−
− − −

 
+ − − −

 

( )
( )( ) ( ) ( )( )

( )
x

2f x 4 f x 4 f x
f e

2f x 4

−
− − −

 
−
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Ε_3.Μλ3ΘΟ(α) 

 

 
ΤΑ ΘΕΜΑΤΑ ΠΡΟΟΡΙΖΟΝΤΑΙ ΓΙΑ ΑΠΟΚΛΕΙΣΤΙΚΗ ΧΡΗΣΗ ΤΗΣ ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑΚΗΣ ΜΟΝΑΔΑΣ ΣΕΛΙΔΑ: 8 ΑΠΟ 8 

 

Δηλαδή 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )x x x

0f e f x 4 f x f e f f x e f x g x f x x x− − − − −          

Άρα η ανίσωση αληθεύει για κάθε ( )0x x ,4  με 0x 2  αφού ( )h 2 0 , ( )0h x 0= . 

και η ( )h x  γνησίως αύξουσα . 

Δ4. Ο παρονομαστής του κλάσματος τείνει στο μηδέν αφού  

( ) ( ) ( )0 0

0

x x

0 0 0x

1
f x e f x f x e 1

e

−
=  =  =  

και επειδή  0x x   ισχύει από το  Δ2.  ( ) ( ) ( )x x

x

1
f x e f x 0 f x e 1 0

e

−  −   −   

Το πρόσημο του ορίου του αριθμητή είναι: ( ) ( )
0x x

1 1

0f x 1 f x 1 0lim
+

→

− −− = −   διότι 

( ) ( )( ) ( )1 1

0 0 0 0f x 1 0 f f x 1 f 0 x 1 2 x 1− −−   −   −  −   −  το οποίο   ισχύει. 

Άρα  
( )
( )0

1

x
x x

f x 1
lim

e f x 1+

−

→

−
= +

−
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