
 

ΟΜΟΣΠΟΝΔΙΑ ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΙΚΩΝ ΦΡΟΝΤΙΣΤΩΝ ΕΛΛΑΔΟΣ (Ο.Ε.Φ.Ε.) – ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2020 
A΄ ΦΑΣΗ Ε_3.Μλ3ΘΟ(α) 

 

 
ΤΑ ΘΕΜΑΤΑ ΠΡΟΟΡΙΖΟΝΤΑΙ ΓΙΑ ΑΠΟΚΛΕΙΣΤΙΚΗ ΧΡΗΣΗ ΤΗΣ ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑΚΗΣ ΜΟΝΑΔΑΣ ΣΕΛΙΔΑ: 1 ΑΠΟ 6 

 

ΤΑΞΗ: Γ΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 
ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΣ: ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥΔΩΝ / ΣΠΟΥΔΩΝ 

ΟΙΚΟΝΟΜΙΑΣ & ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΚΗΣ 
ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

 
Ημερομηνία: Τρίτη 7 Ιανουαρίου 2020 

Διάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες 
 

_____________________________________________________________________ 
 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 

ΘΕΜΑ Α 
Α1. 

α) Απόδειξη σελίδα 99. 
β) Σελίδα 99 ακριβώς μετά από Παράγωγος και συνέχεια, οι έξι σειρές. 
 

Α2. Ορισμός σελίδα 31. 
 
Α3. 

α) Σωστό 
β) Λάθος 
γ) Λάθος. Η σωστή ιδιότητα είναι: , .x x xηµ ≤ ∈  
δ) Σωστό 
ε) Σωστό. Από Θεώρημα Bolzano ( ) ( ) ( )0 1f fα β < . Θα αποδείξουμε ότι 

( ) ( )f fα β≠ . Πράγματι, έστω ( ) ( )f fα β= τότε από τη σχέση ( )1
παίρνουμε, ( )2 0f α < ,πράγμα άτοπο. 

 
ΘΕΜΑ Β 

Β1. Γνωρίζουμε ότι η συνάρτηση ( ) xx eφ =  είναι παραγωγίσιμη στο   με 

( ) xx eφ′ = .  
Επομένως ( ) ( )00 1 1 .eφ′ = =  Από τον ορισμό της παραγώγου έχουμε ότι 

( ) ( )
0

0
0 lim 1 2

x

x

e e
x

φ
−→

−′ = =  
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Επίσης, σύμφωνα με το συμβολισμό του Leibniz έχουμε ότι: 

   
0

0 3
x

x

deφ
dx



   

Από (2) και (3) έχουμε
0

1.
+

x 0 x

x 0
x

e -e delim
x dx→

=

= =   

 
Β2. Αφού η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο   θα είναι και συνεχής σε 

αυτό. Επομένως 0

0 0 0 0
lim ( ) lim ( ) (0) lim lim( )x

x x x x
f x f x f e x eα β

+ − + −→ → → →
= = ⇒ = + = .  

Από την τελευταία έχουμε: 0 00e eα β= + =  , οπότε 1β = . 
Αφού η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο   θα είναι παραγωγίσιμη και 

στο σημείο 0x = . Έτσι έχουμε:
0 0 ( 1)

0 0

( )lim lim 1
x B

x x

x e e e   
x x

α β
− +→ →

+ − −
= =  και για 

1β = προκύπτει 
0 0

1 1lim 1 lim 1 1
x x

x x   = 
x x

α α α
− −→ →

+ − /= ⇒ ⇒ =
/

. 

Έτσι για 1α β= =  έχουμε: 
x  e       , αν    x 0

f(x)=
x+1      , αν    x < 0

 ≥



 .  

H γραφική παράσταση της συνάρτησης f  φαίνεται στο επόμενο σχήμα: 

 
Με τη βοήθεια της γραφικής παράστασης της f  διαπιστώνουμε ότι αυτή είναι 
γνησίως αύξουσα. 
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Β3. Η συνάρτηση f  έχει πεδίο ορισμού το   και η g το (0, )  . H συνάρτηση 
h fog=  ορίζεται στο { }/x   x (0,+ )  και  g(x)Α = ∈ ∈ ∞ ∈  . Επομένως 
x>0  και  lnx∈ .Έτσι είναι τελικά (0, )Α = +∞ . 

Ιδιαιτέρως για 
ln

1 ln ln1 ln 0
x

x x x
↑

≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥ , 
οπότε για x 1  είναι ( ) ( )( ) ( ) ln .g x xh x f g x e e x= = = =   

Για 0 x 1   είναι 
ln x

x 1 ln x ln1 ln x 0


     ,  
οπότε για 0 x 1   είναι ( ) ( )( ) ( ) 1 ln 1.h x f g x g x x= = + = +  

Έτσι τελικά είναι ( ) ( )( )
   x       ,   αν    x 1

h x fog x
lnx+1    ,   αν   0<x<1

≥
= = 


.  

 
Β4. Στο επόμενο σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης h . 

 
Από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης h  προκύπτει ότι αυτή είναι 
γνησίως αύξουσα άρα ένα προς ένα, επομένως αντιστρέφεται. Η συνάρτηση h  
έχει πεδίο ορισμού το (0,+ ) και σύνολο τιμών το  . Επομένως η 
αντίστροφή της 1h−  έχει πεδίο ορισμού το   και σύνολο τιμών το (0,+ ). 
Έτσι, για κάθε x  είναι 

1 1 1( ) 0 ( ) ( )h x  ,  οπότε  h x h x  ,  για κάθε  x− − −> = ∈ .  

Συνεπώς η γραφική παράσταση της 1h−  ταυτίζεται με αυτήν της 1h− η οποία 
είναι συμμετρική της γραφικής παράστασης της h  ως προς την ευθεία y x= . 
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Στο παρακάτω σχήμα παρουσιάζονται οι γραφικές παραστάσεις των  h , 1h−  και 
της y x= . 

 
 
ΘΕΜΑ Γ 
Γ1. Η f  είναι γνησίως αύξουσα 

αφού από 1 2x x<  είναι τελικά ( ) ( )1 2f x f x< , για κάθε 1 2,x x ∈  

Επίσης, είναι ( )0 0f = . 

Έτσι, από 0x <  είναι ( ) ( )0 0f x f< =  και από 0x >  είναι ( ) ( )0 0f x f> = .  

Γ2. ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 0 0 0

3 5 1 1lim lim 3 5 lim 5 .
2 2x x x

f x
L f x

f x f x− − −→ → →

   −
= = − ⋅ = − −∞ = +∞      

   
 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 0 0 0

3 5 1 1lim lim 3 5 lim 5 .
2 2x x x

f x
L f x

f x f x+ + +→ → →

   −
= = − ⋅ = − +∞ = −∞      

   
 

Οπότε, δεν υπάρχει το όριο  ( )
( )0

3 5
lim

2x

f x
f x→

 −
  
 

. 

 
Γ3.  

α) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 1lim , lim ,
fx x

f f x f x Α −
→−∞ →+∞

= = −∞ +∞ = =   

β) ( )( ) ( ) ( )
121 1 1
−− −= ⇔ + − = ⇔f xf f x x e f x x  

( ) ( ) ( )
12 1 1, .
− −⇔ = + − = ∈f xh x e f x x x  
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Γ4. Η εφαπτόμενη της fC  στο σημείο της ( )( )0 0,M x f x  είναι η ευθεία 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0: : .y f x f x x x y f x x f x x f xε ε′ ′ ′− = − ⇔ = + −  

Θέλουμε ( ) ( ) 0 02 21 2
0 03 3 2 1 1 0x xf e f x e e x− ′= ⇔ = + ⇔ = ⇔ =  

και ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0f x x f x f′− = ⇔ =   Προφανής .Συνεπώς, είναι εφαπτομένη. 

 

ΘΕΜΑ Δ  

Δ1.    1 ln , 1x xf x f x x
e e

        
 

Εύκολα από την ( )1 ,   lnf x x x   2 . 
Aν ( )0,x∈ +∞  τότε ( )0,xe∈ +∞ . Στη σχέση ( )1 θέτουμε όπου x  το ex  οπότε: 

 1 lnxe xef xe f xe xe
e e

         
  

   1 ln lnf x x x e f xe xe        

   1 ln 1 lnf x x x f x x x        3  
Από τις    2 , 3 ,    ln , 0,f x x x x    . 
 

Δ2. Θα αποδείξουμε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα. Πράγματι, έστω 
 1 2, 0,x x   με 1 2x x τότε 1 2ln lnx x και επειδή 1 2x x με πρόσθεση 

κατά μέλη προκύπτει:    1 2f x f x ,οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα  

Η ανίσωση ορίζεται στο ( )0,+∞ . Ισχύει ότι: 1 1 1 1ln lnf x
x x x x

  = + = − 
 

. 

Για κάθε ( )0,x∈ +∞  έχουμε: 1 1ln 1 ln 1 1 lnx x x x x
x x

< − ⇔ < − ⇔ < − ⇔  

( )
( )0,1 11 1 1 0 1.

xf
f f x x

x x

∈ +∞↑ < ⇔ < ⇔ < ⇔ < < 
 

 

Για το όριο έχουμε: 

( ) ( ) ( )ln lnf x f x x x x xηµ ηµ ηµ− = + − − = ( )ln 1x x x
x

ηµ ηµ+ − . 

Για το όριο
0

lim ln
x

x
x

ηµ
+→

 , θέτουμε xu
x

ηµ
= οπότε 

0 0
lim lim 1
x x

xu
x

ηµ
+ +→ →

= = . 
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10
lim ln limln 0

ux

x u
x

ηµ
+ →→

= = ,
0

lim 0
x

xηµ
+→

=  και 
0

lim 0
x

x
+→

= . Από την σχέση ( )1 τελικά 

παίρνουμε: ( ) ( )( )
0

lim 0 0 0 0.
x

f x f xηµ
+→

− = + − =  

 
Δ3. Θα βρούμε το   0,1 .f Αρχικά    

0 0
lim lim ln
x x

f x x x
  

  και

   
1 1

lim lim ln 1
x x

f x x x
  

   . H f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο 

 0,1  επομένως     0,1 ,1f   . 

Παρατηρούμε ότι     0 0,1 ,1f   άρα υπάρχει τουλάχιστον ένα 

 0 0,1x  τέτοιο ώστε  0 0.f x  Το  0 0,1x  είναι ρίζα και είναι μοναδική 
διότι η f είναι γνησίως αύξουσα επομένως και "1 1"− . 
 

Δ4. Το πεδίο ορισμού προκύπτει από το σύστημα: 
 

0
( )

0
x

Σ
f x

  

      0
0 0

0 0x x
Σ x x

f x f x x x
          

. Δηλαδή, ( )0 , .gof xΑ = +∞  

Οι εφαπτόμενες έχουν αντίστοιχα εξισώσεις: 
( ) ( )( )1 1 1y f f x′− = − και ( ) ( )( )1 1 1y g g x′− = −  

Έχουμε,           1 1 2 1 1 1 1 1 .g f f f f       

Η g είναι παραγωγίσιμη με        2g x f f x f x    . 

          1 1 1 2 1 2 2 4 2 2 1 .g f f f f f              
Τελικά οι εφαπτόμενες συμπίπτουν. ΚΥΚΛΟΣ ΓΑ

ΖΙ Η
ΡΑΚΛΕΙΟ

Υ


	Ημερομηνία: Τρίτη 7 Ιανουαρίου 2020
	Διάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες

